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Abstract  

Resumo

This paper carries out a design analysis of reinforced concrete beams with steel fibers following the fib Model Code 2010 (MC 2010) procedures. 
The values obtained from the design calculations are compared with the experimental results of reinforced concrete beams with 20kg/m3 and 60 
kg/m3 of steel fibers submitted to four-point bending tests. In the first part, the procedures for the classification and characterization of the material 
are explained. The experimental results of three-point bending tests performed on notched steel fiber reinforced concrete (FRC) beams following 
EN 14651 procedures are described. Moreover, the characterization of the FRC beams according to MC 2010, are carried out. In the second part, 
the flexural design of reinforced concrete beams with steel fibers, according to MC 2010, is carried out. A sectional analysis is performed in order 
to obtain the moment-curvature and the force-vertical displacement curves. The theoretical values are compared with the experimental results. 
Besides, a linear statistic analysis by means of the Rule of Mixture is carried out in order to analyze the variation of the flexural capacity of the 
reinforced beams with different amounts of steel fibers. The results demonstrated that the design rules described in the MC 2010 are on the safe 
side. The flexural resistance of concretes with different amounts of fiber incorporation can be determined by the Rule of Mixture, which has shown 
a high correlation factor (R2) with the experimental values.

Keywords: fiber reinforced concrete, design procedures, mechanical behavior, constitutive law, rule of mixture.

Este artigo faz uma verificação de vigas de concreto armado reforçadas com fibras de aço (CARF) seguindo as recomendações do fib Model Code 
2010 (MC 2010). Os modelos de cálculo são comparados com os resultados experimentais de vigas de concreto armado reforçadas com 20 kg/m3 e 
60 kg/m3 de fibras de aço, submetidas a ensaios de flexão em quatro pontos. Na primeira parte é descrito o procedimento para a classificação e ca-
racterização do material. São apresentados os resultados dos ensaios à flexão em três pontos de vigas entalhadas de concreto reforçado com fibras 
de acordo com as prescrições da EN 14651. Além disso, é realizada a caracterização das vigas de CRF seguindo as recomendações do MC 2010. 
Na segunda parte é realizada a verificação à flexão das vigas de CARF seguindo os procedimentos de cálculo recomendados pelo MC 2010. É feita 
uma análise seccional pelo método das lamelas para a obtenção das curvas momento-curvatura e força-deslocamento vertical. Os resultados são 
comparados com os valores experimentais. Além disso, é realizada uma análise estatística linear a partir da Regra da Mistura (Rule of Mixture) para 
verificar a variação da resistência à flexão das vigas em função da quantidade de fibras incorporadas no concreto. Os resultados demonstraram que 
os procedimentos de cálculo descritos no MC 2010 estão a favor da segurança. A determinação da resistência à flexão de concretos com diferentes 
teores de fibras pode ser obtida a partir da Regra da Mistura, que mostrou um alto grau de correlação R2 em relação aos valores experimentais.

Palavras-chave: concreto reforçado com fibras; análise estrutural, comportamento mecânico, leis constitutivas, regra da mistura.
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1.	 Introdução

Nas últimas décadas houve um grande avanço nas pesquisas de 
materiais cimentícios reforçados com fibras, com destaque para o 
concreto reforçado com fibras (CRF). As fibras, distribuídas na ma-
triz de cimento, permitiram um grande avanço no comportamento 
do concreto no regime de pós-fissuração (estádios 1, 2 e 3), con-
tribuindo para a redução e o controle da fissuração, além de um 
comportamento dúctil. O aumento da ductilidade do concreto ocorre 
principalmente nas solicitações à tração devido à “costura” das fis-
suras pelas fibras que criam o efeito de arrancamento (progressiva 
perda de aderência e escorregamento das fibras), responsável por 
manter a coesão entre as seções de concreto fissuradas. 
O tipo de fibra (metálica ou sintética, micro ou macrofibra, com ou 
sem ganchos), além da sua quantidade e distribuição na matriz 
de concreto, são fatores determinantes para o tipo de resposta do 
material no regime de pós-fissuração, caracterizado por: amoleci-
mento com progressiva perda de resistência devido à localização 
da fissura, o que garante um comportamento dúctil, proporcionan-
do um colapso progressivo; enrijecimento com aumento da resis-
tência à tração devido ao estado de multifissuração com posterior 
localização da fissura e falha estrutural. 
O controle da formação e propagação das fissuras garante maior 
durabilidade e resistência ao concreto, além de proporcionar uma 
diminuição da permeabilidade, reduzindo o ingresso de umidade 
e agentes agressivos (íons de sulfatos e cloretos), responsáveis 
pela corrosão da armadura e degradação do concreto. Além disso, 
devido ao ganho de ductilidade, o CRF possui maior capacidade 
de absorção de energia (tenacidade) em relação ao concreto con-
vencional, o que permite um melhor desempenho estrutural frente 
a solicitações estáticas (tração, torção, cisalhamento) e dinâmicas 
(abalos sísmicos, vibrações, cargas cíclicas).
A adição de fibras ao concreto é responsável pela grande hete-
rogeneidade do material, revelada pelo elevado coeficiente de 
variação das tensões residuais de tração (LOGFREN et al [1]; LA-
RANJEIRA et al [2]; SOETENS et al [3]; TEIXEIRA BUTTIGNOL et 
al [4]), que é função principalmente da distribuição e alinhamento 
aleatórios das fibras na matriz. Além disso, há redução da traba-
lhabilidade, que está diretamente relacionada com a quantidade 
de fibras incorporadas na mistura. O desenvolvimento do concreto 
auto-adensável (CAA) resolveu em grande parte o problema da 
trabalhabilidade do CRF com elevadas adições de fibras. Além 
disso, novas técnicas de lançamento permitiram um maior controle 
da orientação das fibras no concreto, reduzindo a variabilidade e 
aumentando a previsibilidade dos resultados experimentais. 
Devido às suas propriedades, o CRF tem sido amplamente utilizado 
em pavimentos rígidos e revestimento de túneis (camada primária e 
secundária) para o controle de fissuração devido à retração, dilata-
ções térmicas e deformações permanentes (plástica e fluência), con-
tribuindo para o aumento da durabilidade da estrutura. No entanto, 
para fins estruturais, com substituição parcial ou total das armaduras 
longitudinais (flexão) e transversais (cisalhamento e torção), o CRF 
apresenta algumas desvantagens, principalmente em relação ao cus-
to dos materiais e à falta de normas e recomendações de projeto. Por 
um lado, o desenvolvimento de novas fibras (poliméricas, vítreas, de 
carbono e de aço) e o aumento da utilização do CRF vêm reduzindo 
o custo de produção e tornando o material mais competitivo no mer-
cado. Por outro lado, normas nacionais e recomendações práticas 
internacionais vêm sendo publicadas nos últimos anos, contribuindo 
para um dimensionamento com maior segurança. O conhecimento 
técnico adquirido nas últimas décadas de pesquisa permitiu a redu-
ção dos modelos empíricos e a emergência de novos procedimentos 
baseados em métodos racionais e físicos.

Um novo paradigma na área foi introduzido com o lançamento do 
novo fib Model Code 2010 [5] (MC 2010), que adicionou dois no-
vos capítulos referentes ao CRF, que incluem uma proposta de 
classificação, recomendações para a caracterização à tração, mo-
delos constitutivos simplificados e regras de dimensionamento à 
flexão, cisalhamento e torção. O MC 2010 tem sido a base para o 
desenvolvimento de códigos nacionais voltados para o dimensio-
namento de CRF. Por exemplo, no Brasil se encontra à disposição 
uma recomendação sobre aplicação estrutural do concreto com 
fibras, produzida pelo CT-303 [6] (Comitê IBRACON/ABECE sobre 
o uso de materiais não convencionais para estruturas de concreto) 
e baseada nos requisitos de projeto do MC 2010. 

2.	 Justificativa

A crescente utilização do concreto reforçado com fibras para fins 
estruturais se justifica pelo seu melhor desempenho estrutural, 
maior durabilidade e pela simplificação dos processos executivos 
(redução ou eliminação da armadura de flexão e cisalhamento). 
Para a sua utilização por parte de projetistas, são necessários mo-
delos de cálculo confiáveis, com grande capacidade de previsão 
da resposta estrutural. Dada a variabilidade do comportamento do 
material devido à sua heterogeneidade, é necessária uma análise 
rigorosa das propriedades mecânicas do CRF antes da execução 
da obra, que deve incluir ensaios experimentais para a caracteri-
zação do material e a definição do modelo constitutivo mais apro-
priado para o dimensionamento da estrutura. 
O cálculo estrutural envolve a utilização de modelos simplificados 
descritos em normas nacionais e internacionais, além de modelos 
numéricos desenvolvidos, por exemplo, em programas de elemen-
tos finitos ou baseados em análise seccional (método das lamelas). 
Em obras de grande porte (pontes, viadutos, edifícios altos, estru-
turas offshore, etc.), também se faz necessário uma investigação 
experimental através de ensaios com modelos reduzidos de forma 
a verificar a confiabilidade das regras de cálculo adotadas. 
A falta de normas sobre o assunto é um impeditivo para o avanço 
da utilização do CRF para fins estruturais. Dessa forma, este arti-
go tem como objetivo contribuir para o aumento do conhecimento 
sobre as especificações de projeto e os modelos de dimensiona-
mento de concretos reforçados com fibras, a partir da verificação 
à flexão, no Estado Limite Último (ELU), de vigas de concreto ar-
mado reforçadas com fibras (CARF). O tema é relevante tendo em 
vista o lançamento das recomendações da ABECE sobre o uso de 
materiais não convencionais para estruturas de concreto.
Na primeira parte do artigo são descritos os resultados dos en-
saios em laboratório. Foram executados ensaios à flexão em três 
pontos com vigas de CRF entalhadas, de acordo com o EN 14651 
[7]. Os dados experimentais foram utilizados para a classificação 
e caracterização do material seguindo as recomendações do  
MC 2010. Também são apresentados os resultados de ensaios à 
flexão em quatro pontos de vigas de concreto armado reforçadas 
com fibras. Estes ensaios fazem parte de uma ampla campanha 
experimental realizada no Hall Tecnológico da Escola Politécnica 
da USP no âmbito do projeto de cooperação técnico cientifico 
com Furnas Centrais Elétricas. Na segunda parte, é feita a veri-
ficação estrutural das vigas de CARF, seguindo as recomenda-
ções do MC 2010 e utilizando os modelos constitutivos obtidos 
a partir da caracterização do material. Também é realizado um 
comparativo entre os valores experimentais das vigas de CARF 
e os resultados obtidos a partir de análise seccional (método das 
lamelas). Por último, é discutida a eficácia da regra da mistura 
para prever a capacidade resistente à flexão do CRF com dife-
rentes teores de fibras. 
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3.	 Caracterização mecânica do material

O objetivo principal da caracterização do material é a determina-
ção da curva à tração residual que está diretamente relaciona-
da com a resposta estrutural (amolecimento ou enrijecimento). 
O ensaio à tração uniaxial é pouco utilizado devido à dificuldade 
de execução do procedimento experimental que necessita de dis-
positivos especiais para garantir a correta fixação do espécime à 
prensa e de um rigoroso controle do processo para que haja um 
perfeito alinhamento do corpo-de-prova de modo a evitar a forma-
ção de esforços adicionais de flexão. Além disso, os resultados 
são influenciados pelas condições de contorno impostas (apoios 
rígidos ou rotulados) (VAN MIER [8]). Já o ensaio à tração por 
compressão diametral (Brazilian test) não fornece nenhuma infor-
mação sobre o comportamento do CRF no regime de pós-fissura-
ção. O experimento permite a obtenção somente da resistência à 
tração do material. Dessa forma, a caracterização do CRF é ge-
ralmente realizada por meio de ensaios padronizados à flexão em 
três (EN 14651 [7]) ou quatro pontos (UNI 11039 [9]) utilizando 
vigas prismáticas entalhadas.
O ponto negativo da utilização dos ensaios à flexão é a necessi-
dade de realização de análise inversa para a obtenção da curva à 
tração do CRF. Diversos autores propuseram modelos de cálculo 
simplificados, por exemplo: QIAN e LI [10]; MOBASHER et al [11]; 
SOUSA e GETTU [12]; AMIN et al [13]. Cabe mencionar que o 
modelo de SOUSA e GETTU (2006) foi incorporado a um progra-
ma escrito em linguagem Java com interface gráfica denominado 
fitFG (SANTOS et al [14]) que determina a curva característica do 
concreto reforçado com fibras à tração a partir de análise inver-
sa, utilizando resultados de ensaios à flexão em três pontos. Os 
dados de entrada (resultados à flexão) podem ser inseridos em 
termos de força versus deslocamento vertical (P-∆) ou força versus 
abertura de fissuras (P-CMOD). O programa permite a escolha de 
três tipos de curvas à tração: Hordjik (exponencial) para concreto 
simples e modelos bilineares e trilineares para concretos simples 
ou com fibras.
O problema de todos esses modelos é a necessidade de análi-
se computacional para a sua solução. O MC 2010 introduziu um 
modelo simplificado que evita a adoção de complexos modelos 
matemáticos iterativos, no qual a solução pode ser obtida de for-
ma direta a partir da classificação do material, como descrito no 
subitem 3.2.
A caracterização do CRF é importante para a determinação das 
propriedades mecânicas, especialmente à tração, de modo a ga-
rantir maior confiabilidade das análises de projeto. É importante 

ressaltar que o CRF é um material com elevada heterogeneidade 
que resulta em valores de resistência característicos, usados para 
a classificação do material, menores em comparação aos do con-
creto simples devido ao maior desvio padrão da amostra. De acordo 
com LARANJEIRA et al [2], um coeficiente de variação (CV) su-
perior a 20% em concretos reforçados com fibras é normalmente  
observado em ensaios à flexão. CARMONA et al [15], em ensaios 
do tipo Barcelona, encontrou valores de até 30% para o CV na fase 
de pós-fissuração. Ensaios experimentais à flexão em três pontos 
conduzidos por SOETENS et al [3] resultaram em um CV para o fR1 
(SLS, CMOD=0.5 mm) e o fR3 (ULS, CMOD=2.5 mm) variável entre 
10% e 33%.
A heterogeneidade do CRF está relacionada principalmente com 
a quantidade, distribuição e orientação das fibras no interior da 
massa de concreto, além do tipo e das propriedades da fibra utili-
zada. Dessa forma, é recomendável que os ensaios sejam realiza-
dos utilizando corpos-de-prova preparados (mistura, lançamento e 
cura) de forma mais próxima possível à da sua execução em obra. 
Isto permite uma avaliação mais criteriosa e realista do efeito da 
orientação e distribuição das fibras nas propriedades mecânicas 
do concreto. 

3.1	 Ensaios à flexão em três pontos

A caracterização do CRF foi realizada por meio de ensaios à flexão 
em três pontos em vigas entalhadas seguindo as prescrições da EN 
14651 [7], como mostrado na Figura 1. Os ensaios foram realizados 
no Hall Tecnológico da USP utilizando a Máquina Universal de En-
saios Instron 8802, estática e dinâmica, servo hidráulica com contro-
le de deformação e capacidade de 250 kN. O ensaio foi controlado 
através do transdutor externo de deslocamento de abertura de fissura 

Figura 1
Ensaio à flexão em três pontos (EN 14651 [7]), medidas em mm

Tabela 1
Traço do concreto

Material Quantidade (Kg/m3)
Cimento 404

Agregados graúdos 
(2,36 – 12,7 mm) 864

Areia de quartz 569
Areia artificial 410

Água 182
Polifuncional 2.45

Hiperplastificante 4.55
Massa total 2436
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(Crack Opening Displacement (COD) gauge) para obtenção da aber-
tura da fissura (CMOD – “Crack Mouth Opening Displacement.
Foram executados 6 ensaios em vigas prismáticas 
(150x150x550mm) reforçadas com 20 kg/m3 de fibras de aço 
(F20) e 6 ensaios em espécimes com 60 kg/m3 de fibras de aço 
(F60). O traço do concreto utilizado é apresentado na Tabela 1.
Os resultados dos ensaios, em termos de tensão nominal (σN = M ⁄ W) 
versus abertura de fissuras (CMOD), são mostrados na Figura 2.
A Tabela 2 apresenta os valores das tensões de tração residuais 
para diferentes aberturas de fissuras, que foram obtidos a partir 
dos ensaios experimentais (Figura 2). Os valores das tensões re-
siduais fLOP, fR1, fR2, fR3 and fR4 são mostrados na Figura 3.
A partir dos resultados, pode-se observar a elevada variabilidade 
dos resultados, especialmente as tensões resíduas que demons-
tram um aumento crescente do coeficiente de variação (CV) à 
medida que a abertura de fissuras aumenta. Os resultados do CV 
estão dentro do intervalo encontrado por LARANJEIRA et al [2].

3.2	 Valores característicos

Os valores característicos mostrados na Tabela 3 foram calcula-

dos a partir dos valores da Tabela 2 e de acordo com o EUROCO-
DE 1 [16], como descrito na Equação 1, em que: Xm é o valor da 
tensão média; Vx é o coeficiente de variação.
O coeficiente de variação é calculado de acordo com a Equação 
2, em que: σx é o desvio padrão da amostra; Km é o parâmetro 
que depende do número de espécimes testadas e do valor de Vx 
previamente conhecimento. No caso analisado, o coeficiente de 
variação é definido como não conhecido, uma vez que não há 
informações anteriores ao ensaio sobre este material.

(1)

Os valores característicos dos ensaios à flexão em três pontos 
(fLOP,k, fR1,k, fR3,k), obtidos a partir da Tabela 2, são mostrados na 
Tabela 3.

3.3	 Classificação e caracterização do material

A classificação e caracterização (modelo constitutivo à tração) do 
CRF é descrita no capítulo 5 do MC 2010. 
A determinação da classe do material é feita a partir de dois pontos dis-
tintos da curva σN-CMOD que se referem ao Estado Limite de Serviço 

Figura 2
Resultados dos ensaios à flexão em três pontos de acordo com o EN 14651 [7]:  
a) espécimes com 20 kg/m3 de fibras; b) espécimes com 60 kg/m3 de fibras

Tabela 2
Resultados dos ensaios à flexão em três pontos (em MPa) e coeficiente de variação (CV)

Cf  
(kg/m3)

Tensão 
residual

Amostras Média
(Xm)

CV 
(%)1 2 3 4 5 6

20

fLOP 4,63 6,51 6,88 6,98 6,62 5,70 6,22 14,47
fR1 2,36 1,63 2,60 1,91 1,97 1,99 2,08 16,67
fR2 1,66 1,61 2,16 1,64 1,97 1,76 1,80 12,17
fR3 1,14 0,99 1,35 1,27 1,09 1,02 1,14 12,27
fR4 0,93 0,77 1,00 0,90 0,89 0,64 0,86 15,07

60

fLOP 5,80 9,45 7,87 7,05 8,81 7,63 7,77 16,61
fR1 8,87 15,75 15,76 10,26 15,19 10,78 12,77 24,56
fR2 7,91 16,30 12,68 9,79 14,76 9,42 11,81 27,99
fR3 7,48 15,30 9,35 8,30 13,75 7,26 10,24 33,53
fR4 6,27 13,43 7,30 7,32 12,73 5,74 8,80 38,37
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(ELS; w = 0,5 mm; fr1,k) e Estado Limite Último (ELU; w = 2,5 mm; fr3,k), 
como mostra a Figura 4a. A classe de resistência à tração do concreto 
é definida por um valor numérico situado entre 1 MPa e 8 MPa, obtido 
a partir do valor característico de fr1k, seguida de uma letra do alfabeto 
romano, de “a” a “e”. A letra determina o comportamento do CRF na 
fase de pós-fissuração (enrijecimento ou amolecimento) que é obtido a 
partir da relação fr3k/ fr1k, como mostra a Tabela 4.
O MC 2010 determina um valor mínimo de 0,5 para a relação fr3k/ 
fr1k; para valores menores, deve-se proceder à redução de fr1k. 
Além disso, para garantir um mínimo de ductilidade ao material, o 
MC 2010 introduziu um limite para a sua utilização com fins estru-
turais, em que: fR1,k/fLk ≥ 0,4.
A classificação dos materiais, respectivamente com 20 kg/m3 
(F20) e 60 kg/m3 (F60) de fibras, é apresentada na Tabela 5. A 
classe dos materiais foi determinada a partir da Tabela 4 utilizando 
os valores mostrados na Tabela 3.
O modelo constitutivo à tração (curva linear tensão versus abertura 
de fissuras), mostrado na Figura 4b é calculado a partir da classe 
do material (Tabela 5) de acordo com as Equações 3 e 4, em que: 

w é o valor da abertura da fissura; fFts é o valor da resistência à 
tração residual (pós-pico) inicial para uma abertura de fissura igual 
a 0 mm (ELS; w = 0 mm); fFtu é o valor da resistência à tração re-
sidual no estado limite último, como mostrado na Figura 4b. Para 
um limite de abertura de fissura igual a 2,5 mm (ULS; w = 2,5 mm), 
fFtu pode ser calculado a partir da Equação 5.

(3)

(4)

Figura 3
Valores experimentais das tensões residuais: fLOP, fR1, 
fR2, fR3 e fR4

Figura 4
Tensões residuais do CRF: a) curva à flexão; b) curva linear à tração

Tabela 4
Classificação proposta pelo MC 2010

Classe fr3k/ fr1k Comportamento
A 0,5

AmolecimentoB 0,7
C 0,9
D 1,1

Enrijecimento
E 1,3

Tabela 5
Classe dos materiais

Tipo Classe
F20 1b
F60 5a

Tabela 3
Valores característicos dos ensaios à flexão 
em três pontos

Quantidade 
de fibras

fLOP,k

(MPa)
fR1,k

(MPa)
fR3,k 

(MPa)
20 kg/m3 4,26 1,32 0,84
60 kg/m3 4,95 5,93 2,75
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(5)

Para o caso analisado, as tensões residuais à flexão (fr1,k e fr3,k) e 
à tração (fFTS e fFtu) obtidas a partir da classe do material são mos-
tradas na Tabela 6. 

4.	 Ensaios experimentais 

4.1	 Procedimento experimental

As vigas prismáticas sem entalhe (estruturais) foram submetidas 
a ensaios de flexão em quatro pontos de acordo com o arranjo de 
ensaio mostrado na Figura 5. 
Foram utilizadas vigas de concreto armado reforçadas com fibras 
de aço (20 kg/m3 e 60 kg/m3) com comprimento de 2,2 m e seção 
transversal de 125mm x 250mm.
A armadura longitudinal superior (negativa) é formada por duas 
barras de aço de 6,3 mm de diâmetro e a armadura positiva é 
constituída por duas barras de 16 mm. A armadura transversal é 
composta por estribos de 8,0 mm de diâmetro espaçados a cada 
8 cm no trecho entre os apoios e os pontos de aplicação de carga. 
No tramo central (entre os dois pontos de aplicação de carga), 

foram colocados 2 estribos com espaçamento de 20 cm. A Figura 
6 mostra o detalhamento da armadura das vigas.
Para os ensaios, foi utilizado um servo-atuador estático com capa-
cidade de 800 kN, da marca Brasválvula, com célula de carga com 
capacidade de 1000 kN (Figura 7).
Para a leitura dos deslocamentos, foram utilizados LVDTs com 
curso de 100 mm da marca HBM. Os aparelhos foram fixados no 
meio do vão da viga com o auxílio de suportes metálicos (“Yokes”), 
como mostra a Figura 6.

4.2	 Resultados experimentais

Os resultados experimentais, em termos de força (F) versus deslo-
camento vertical (δ), para as vigas de concreto armado com e sem 
fibras são apresentados na Figura 8.
A comparação dos resultados demonstra que a incorporação de 
fibras levou a um aumento da capacidade portante das vigas em 
aproximadamente 15%. Além disso, houve um pequeno ganho de 
ductilidade, com um aumento do deslocamento vertical (flecha).
Em todos os casos, houve ruptura dúctil devido ao esmagamento 
do concreto na zona comprimida e escoamento da armadura na 
região tracionada.

Figura 6
Detalhamento da armadura das vigas de concreto armado com e sem fibras

Figure 5
Arranjo de ensaio de vigas submetidas à flexão 
em quatro pontos (medidas em cm)

Tabela 6
Tensões residuais à flexão e à tração do CRF 
(em MPa)

Viga F20 F60
Classe 1b 5a

Flexão
fr1,k 1 5
fr3,k 0,7 2,5

Tração
fFTS 0,45 2,25
fFtu 0,15 0,25
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5.	 Verificação das vigas à flexão

A verificação à flexão no ELU é realizada seguindo as recomen-
dações do MC 2010. Também são apresentados os resultados 
de uma análise seccional a partir do método das lamelas para a 
comparação das curvas teóricas e experimentais à flexão. Foram 
utilizados os modelos constitutivos à tração do concreto (Figura 4) 
obtidos a partir da caracterização do material. 

5.1	 Hipóteses de cálculo

As hipóteses de cálculo do CRF são as mesmas adotadas para o 
concreto armado (CA): seções planas permanecem planas após 
a deformação (Lei de Bernoulli), pequenos deslocamentos, ade-
rência perfeita entre o concreto e o aço, modelos constitutivos 

idealizados para o concreto e o aço. A diferença principal é que 
no dimensionamento de vigas de concreto armado, as tensões 
de tração do concreto são desprezadas. No caso do CRF, o con-
creto é assumido como um material homogêneo e a contribuição 
das fibras para a resistência na pós-fissuração é considerada no 
cálculo da estrutura.
O item 7.7.3.1 do MC 2010 descreve os três principais modos de 
ruptura das vigas no ELU, quais sejam: a) limite de deformação 
do concreto (εcu); b) limite de deformação do aço (εsu); c) limite de 
deformação do CRF à tração (εFu). 
A Figura 9 mostra a variação da deformação na seção transversal 
do concreto e as tensões atuantes no ELS e ELU. Pode-se notar 
na Figura 9b a região tracionada e o efeito de amolecimento/enri-
jecimento devido à fissuração do concreto com transferência das 

Figura 7
Pórtico para o ensaio à flexão em quatro pontos

Figura 8
Resultados dos ensaios à flexão em quatro pontos 
para vigas de CA e CARF

Figura 9
Diagrama de tensões e deformações do CARF (MC 2010): a) variação da deformação na seção 
transversal; b) tensões atuantes no ELS; c) tensões atuantes no ELU
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tensões para as barras de aço e para as fibras. No ELU (Figura 
9c), as fibras são responsáveis pela parcela de carga resistida 
pelo concreto à tração, sendo assumido um diagrama retangular 
simplificado cuja tensão resistente é igual à fFtud (fFtud = fFtuk/γf, em 
que γf = 1,5). 
Para o cálculo das vigas, é necessário transformar a curva carac-
terística à tração σN-w em σN-ε. O MC 2010 adota o conceito de 
comprimento característico (BAZANT e CEDOLIN [17]; BARROS et 
al [18]; HORDIJK [19]; HILLERBORG et Al [20]) que correlaciona a 
abertura de fissuras com a deformação (lcs = w ⁄ ε). De acordo com 
o MC 2010, o comprimento característico é igual ao espaçamento 
médio entre as fissuras (srm) no estado de multifissuração, determi-
nado por meio de ensaios em laboratório. Na falta de parâmetros 
experimentais, o valor de lcs, para o caso de concreto armado com 
fibras, é definido teoricamente pelo menor valor calculado entre a 
abertura média da fissura (srm) e a distância entre a linha neutra e a 
extremidade da borda tracionada (y = h - x) mostrada na Figura 10. 
Para concretos reforçados com fibras sem armadura, quando ado-
tado o modelo de análise seccional assumindo o conceito de seção 
plana, lcs pode ser definido como igual à altura da viga (lcs = h). 
O cálculo da altura da linha neutra (x) para determinar o valor de 
“y” é realizado por meio de análise elástica da seção fissurada, 
respeitando-se os limites de abertura e espaçamento de fissuras e 
desprezando a resistência residual do concreto com fibras. Para a 
seção fissurada, considera-se a armadura em escoamento (σs = fy), 
sendo a altura da linha neutra definida de acordo com a Equação 6.

(6)

O MC 2010 especifica uma equação para determinar a distância 
máxima entre as fissuras (ls,max) em elementos de concreto arma-
do reforçados com fibras, que é definido como o comprimento do 
trecho, a partir da seção fissurada, em que a tensão de aderência 
entre o concreto e o aço é desenvolvida (região em que ocorre 
o escorregamento entre a barra de aço e o concreto). A equação 
para o cálculo de ls,max é mostrada na Equação 7, em que: k = parâ-
metro empírico para considerar a influencia da camada de cobri-
mento, sendo admitido igual a 1,0; c = cobrimento do concreto;  
τbm = 1,8.fctm = tensão média de aderência; ρs,ef = As/Ac,ef = 
taxa efetiva de armadura; Фs = diâmetro da barra de aço;  
fFtsm = fFtsk / 0,7.

(7)

Para o cálculo da distância média entre as fissuras em elementos 
de concreto reforçados com fibras, é adotada a Equação 8.

Figure 10
Diagramas de deformações e tensões para determinação do comprimento característico (lcs) de vigas 
de concreto armado reforçadas com fibras (MC 2010)

Tabela 7
Parâmetros adotados para o cálculo da distância 
entre as fissuras (EC-2, 2003)

Viga k τbm

(MPa) fctm fFtsm 
(MPa)

ρs,eff

F20 1,0 8,49 4,72 0,64 0,045
F60 1,0 8,49 4,72 3,21 0,045

Tabela 8
Valor do comprimento característico

Tabela 9
Abertura máxima da fissura (wu)

Viga lcs = min{srm,y} srm (cm) y (cm)
F20 9,35 9,35 21,20
F60 5,34 5,34 21,20

Viga wu (mm)
F20 1,87
F60 1,07
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(8)

No caso analisado, o comprimento característico (lcs) foi arbitrado 
como o menor valor entre a distância da linha neutra e da extremi-
dade da borda tracionada (y) e a distância média entre as fissuras 
(srm). Os parâmetros utilizados para o cálculo de srm são mostrados 
na Tabela 7. Na Tabela 8 é apresentado o valor definido para lcs.
A abertura máxima da fissura (wu = lcs

.εFu) foi calculada como recomen-
dado pelo MC 2010, a partir do comprimento característico e da fixação 
de uma deformação última de 2% (εFu = 2%) para uma distribuição de 
deformações não linear ao longo da seção, respeitando-se o limite de 
w ≤ 2,5 mm. Os valores obtidos são mostrados na Tabela 9.

5.2	 Verificação no Estado Limite Último

No caso em estudo (concreto armado com fibras submetido à fle-
xão normal simples), a ruptura pode ocorrer de modo frágil pelo 
esmagamento do concreto na zona comprimida sem escoamento 
da armadura tracionada (domínio 4; εcu = 0,35%; εs < 0,2%) ou de 
modo dúctil pelo escoamento da armadura positiva seguida pela 
ruptura do aço (domínio 2; εcu < 0,35%; εs = 1,0%) ou pelo esma-
gamento do concreto (domínio 3; εcu = 0,35%; 0,2% < εs < 1,0%). 
A equação de equilíbrio para a verificação de vigas de CARF no 

ELU, considerando o caso de flexão normal simples (FNS), é mos-
trada na Equação 9. O cálculo do momento máximo de dimen-
sionamento (Mud) é mostrado na Equação 10, em que: zc = bra-
ço de alavanca da força resultante de compressão do concreto;  
zf = braço de alavanca da força resultante de tração do concreto. A 
Equação 11 descreve a força resistente à compressão do concreto 
(Rcd), em que h = equivalência entre o diagrama parábola-retângulo 
e o retangular; γc = fator de segurança do concreto; fck = resistência 
característica à compressão do concreto; b = largura da viga. A Equa-
ção 12 descreve a força resistente da armadura tracionada (Rsd), em 
que: As = armadura positiva. A Equação 13 descreve a força resis-
tente à tração do concreto devido à contribuição das fibras (Rfd), em 
que: fFt,k = tensão residual característica do CRF no ELU; γF = fator de 
segurança do concreto à tração igual a 1,5; h = altura da viga. Nesse 
caso, é adotado um sinal positivo para forças de compressão e ne-
gativo para forças de tração. Foi considerado um fator de segurança 
para o concreto (γc) de 1,5 e para o aço (γs) de 1,15 de modo a preser-
var as premissas do MC 2010. Cabe lembrar que a NBR 6118:2014 
[21] estipula um fator de segurança para o concreto de 1,4.

(9)

(10)

(11)

(12)

(13)

A contribuição da armadura negativa para a resistência da viga é 
desprezada, sendo respeitado o limite máximo de deformação do 
aço de 1% no domínio 2, como mostra a Figura 11a. São avaliadas 

Figura 11
Diagramas de tensões do CRF no ELU utilizados para a verificação das vigas

Tabela 10
Valores de cálculo adotados para a curva 
residual à tração

Viga wu (mm) fFts,k fFtu,k

F20 1,87 0,45 0,23
F60 1,07 2,25 1,39
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duas configurações para o diagrama de tensões residuais à tração: 
modelo trapezoidal (Figura 11b), considerando as tensões no ELS 
(fFts, w = 0) e ELU (fFtu, wu); modelo retangular simplificado (Figura 
11c) proposto pelo MC 2010, considerando a tensão no ELU (fFtu, 
wu). Os valores da abertura máxima de fissura (wu) e das tensões 
residuais no ELS e ELU são mostrados na Tabela 10. 
O momento máximo resistido pela viga é calculado a partir da 
Equação 10. A altura da linha neutra, no domínio 2, é determinada 
conforme a Equação 14, em que: fFt,d = fFt,k / γc = tensão residual de 
cálculo. No domínio 3, deve-se incluir a equação de compatibilida-
de para a solução já que, nesse caso, não é conhecida anterior-
mente a deformação da fibra inferior tracionada (εFu).

(14)

Os resultados obtidos para as vigas de concreto armado (CA) e de 
CARF, com teores de fibras de 20 kg/m3 e 60 kg/m3, são apresen-
tados na Tabela 11. 
A partir dos resultados, pode-se notar que há um enrijecimento da 
viga (aumento da altura da linha neutra) e um aumento da capa-
cidade resistente com o aumento da quantidade de fibras incor-
poradas ao concreto. O aumento da rigidez é devido à restrição 
a abertura da fissura promovida pela ação de ponte das fibras 
(efeito de arrancamento) nas seções fissuradas. Com isso, há um 
incremento da altura da linha neutra, que se desloca para baixo, à 
medida que a quantidade de fibras aumenta. Além disso, o efeito 

positivo das fibras para a resistência à tração do concreto leva a 
um aumento da capacidade de resistência à flexão da viga.
Foi analisada a segurança estrutural que está relacionada com a 
adequada capacidade resistente última da estrutura para evitar o 
colapso. Os coeficientes de segurança parciais dos materiais e das 
ações externas têm a função de garantir a confiabilidade em relação 
às incertezas em relação às forças atuantes, os modelos de cálculo 
simplificados e a previsão do comportamento estrutural. Os fatores 
de segurança do MC 2010 foram estabelecidos a partir de um índice 
de confiabilidade para a verificação no ELU de 3,8 (β = 0,38), no qual 
é assumido um período de retorno de 50 anos para estruturas que 
apresentem mecanismos de redundância e ruptura dúctil (com avi-
so). O coeficiente parcial de segurança no ELU, para carregamentos 
permanentes com efeitos desfavoráveis, é de 1,35 (γf = 1,35). 
Os dois modelos analisados (tensão de tração trapezoidal e retan-
gular) levaram a resultados próximos. O fator de segurança calcu-
lado está dentro do valor recomendado pelo MC 2010, exceto para 
a viga F60 verificada através do modelo trapezoidal (FS = 1,33) 
que ficou ligeiramente abaixo do especificado pelo MC 2010. Dessa 
forma, recomenda-se adotar o modelo retangular devido à maior 
simplicidade de cálculo e para favorecer a segurança estrutural. 

5.3	 Análise seccional

A análise seccional (método das lamelas), esquematizada na Figura 
12, é um procedimento computacional iterativo para a determinação 

Tabela 11
Resultados da verificação das vigas de CA e CARF

Viga x (cm) Mud (kN.m) Fd (kN) Fexp (kN) FS

Modelo 1 (tensão residual trapeizodal)
CA 3,82 34,85 116,17 157 1,35
F20 4,02 36,00 120,00 169 1,41
F60 4,83 40,55 135,17 180 1,33

Modelo 2 (tensão residual retangular)
CA 3,82 34,85 116,17 157 1,35
F20 3,92 35,38 117,93 169 1,43
F60 4,45 38,14 127,13 180 1,42

Figura 12
Análise seccional de vigas de CRF: a) seção transversal (lamelas); b) diagrama momento-curvatura
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do comportamento à flexão (relação momento-curvatura) a partir da 
análise dos esforços atuantes na seção transversal do elemento es-
trutural. A convergência é alcançada em cada nova etapa de cálculo 
(incremento da curvatura) através de variações da altura da linha 
neutra, determinando-se o momento resistente. Os dados de entra-
da para o cálculo são as propriedades geométricas da seção e as 
propriedades mecânicas com as relações constitutivas dos mate-
riais. As vantagens desse método são a sua simplicidade e eficácia 
para a verificação de elementos barriformes, com tensões atuantes 
em uma direção preferencial (estado plano de tensões).
No caso em análise foi considerada uma seção transversal de 
125 mm x 250 mm. As relações constitutivas do concreto (NBR 
6118:2014 [21]) e do aço são apresentadas na Figura 13. Foi con-

siderado um fator de segurança para o concreto de 1,5 (γc = 1,5) e 
para o aço de 1,15 (γs = 1,15), como especificado pelo MC 2010.
Na tração, é assumido, até o limite de resistência (fctm,d = fctm / γc = 
3,15 MPa), um comportamento elástico-linear, prevalecendo a Lei de 
Hooke (Eci = σ/ε), sendo: Eci = 21,5.103.(fcm/10)1/3 = 43.985 MPa. Após 
a fissuração, é considerada a curva residual linear em termos de ten-
são nominal versus abertura de fissuras (σN-w) mostrada na Figura 4. 
Para a execução da análise seccional, a curva σN-w foi transformada 
em σN-ε, utilizando o conceito de comprimento característico (HIL-
LERBORG et al [20]), definindo-se a deformação como: ε = w / lcs. 
Foram realizadas duas análises, uma assumindo o valor do com-
primento característico calculado no item 5.1 (Tabela 8) e outra 
considerando lcs = h = 250 mm. O objetivo foi verificar a variação 

Figura 13
Relação constitutiva dos materiais: a) concreto à compressão (NBR 6118 [21]); b) aço CA-50

Figura 14
Relação momento-curvatura: a) F20 com lcs = 9,35 cm e F60 com lcs = 5,34 cm: 
b) comparação dos resultados com diferentes valores de lcs
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do comportamento estrutural das vigas de CARF. Na Figura 14 
são mostrados os resultados em termos de momento-curvatura.
Os resultados demonstram um aumento do momento máximo 
resistente pela viga em função do aumento da quantidade de 
fibras adicionadas ao concreto, como pode ser observado na Fi-
gura 14a. Além disso, o aumento do valor de lcs provocou uma 
redução do momento resistente, como mostra a Figura 14b. O 
aumento do valor do comprimento característico reduz a defor-
mação máxima e, dessa forma, reduz a capacidade resistente 
no regime fissurado (Estádio 2). Na prática, o aumento do valor 
do comprimento característico significa um maior espaçamento 
entre as fissuras, o que representa uma redução da redundância 
da estrutura (menor capacidade de redistribuição de esforços in-
ternos). Isso pode ser observado na variação da resistência da 
viga mostrada na Figura 14b.
Na Figura 15 é apresentado o resultado da análise para as vigas 
de concreto armado com e sem fibras de aço em termos de força 
(Fd) versus deslocamento vertical (∆). 
Para a determinação da flecha foi utilizada a Equação 15, em que: 
l = vão da viga; Ecs = módulo de elasticidade secante; Ic = momento 
de inércia da seção bruta. Para a seção fissurada, é adotado o 
momento de inércia equivalente a partir da integração numérica 
da seção (Figura 12a).  
Além disso, é assumida uma seção transversal homogeneizada 
(Ac,eq = αE ∙ As; αE = Es ⁄ Ec), como descrito na Equação 16, em que: 
Aci = área da seção de concreto considerada; ygk = altura da linha 
neutra da seção de concreto considerada; Asi = área da barra de 
aço; ygsi = altura da linha neutra da armadura. A linha neutra da 
seção transversal homogeneizada (x1) é descrita na Equação 17. 

No caso analisado, a parte de concreto fissurada é considerada 
igual a zero:  .

(15)

(16)

(17)

Na Tabela 12 é apresentada uma comparação entre os valores má-
ximos obtidos pela análise numérica e os resultados experimentais.
O modelo simplificado foi capaz de reproduzir satisfatoriamente o 
comportamento à flexão das vigas. O fator de segurança apresen-
tou um valor menor em relação ao obtido na verificação estrutural 
descrita no item 5.2, uma vez que na análise seccional foi conside-
rada a contribuição da tensão de tração do concreto não fissurado, 
que é desprezada nos modelos de dimensionamento.

6.	 Regra da mistura (rule of mixture)

A regra da mistura é um modelo de aproximação matemática pelo 
valor médio, utilizada para prever o comportamento de um ma-
terial compósito constituído por fibras distribuídas aleatoriamente 
em uma direção principal. No caso em tela, o modelo matemático 
é utilizado para determinar o limite superior da tensão nominal à 

Figura 15
Comparação dos resultados da análise seccional com os valores experimentais: a) sem fibras; 
b) 20 kg/m3 de fibras, c) 60 kg/m3 de fibras

Tabela 12
Valores máximos das forças obtidas entre 
os resultados numéricos e experimentais

CA F20 F60
Fexp (kN) 157 169 180
Fd (kN) 123,36 125,72 135,53
(FS)d 1,27 1,34 1,33

Tabela 13
Parâmetros adotados no cálculo da tensão 
máxima à flexão pela Regra da Mistura

F20 F60
σbf0 36,17 36,17
A 1,05 1,05
B 0,66 0,66

Vf (%) 0,26 0,77
lf (mm) 35 35
df (mm) 0,55 0,55
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flexão de elementos de concreto armado reforçados com fibras. 
As hipóteses adotadas são: 
n	 fibras uniformemente distribuídas na matriz de cimento; 
n	 aderência perfeita entre as fibras e a matriz;
n	 forças aplicadas paralelamente ou perpendicularmente às fibras;
n	 comportamento elástico-linear dos materiais (concreto e fibras).
A equação para a determinação do limite superior da tensão à A 
equação para a determinação do limite superior da tensão à fle-
xão (σbf) para vigas de CARF é descrita na Equação 18, em que: 
A e B = constantes empíricas; σbf0 = resistência à flexão do con-
creto sem fibras; Vf = volume de fibras incorporadas no concreto;  
lf = comprimento das fibras; df = diâmetro das fibras.

(18)

As constantes A e B foram determinadas a partir da melhor aproxima-
ção com os resultados experimentais. A Tabela 13 mostra os valores 
dos parâmetros adotados para o cálculo da tensão nominal à flexão.
Na Figura 16 são apresentados os valores da tensão nominal má-
xima obtida nos resultados experimentais (σN) e a tensão máxima 
à flexão calculada (σbf).
A partir dos resultados, é possível observar uma elevada correlação 
entre os valores experimentais e de cálculo que apresentam um 
coeficiente de determinação R2 ≈ 1,0. Portanto, no caso analisado, 
é válida a utilização da Regra da Mistura para estimar o valor da ca-
pacidade resistente de vigas de CARF com diferentes teores de fi-
bras no concreto. Esse procedimento foi analisado por outros autores 
(NAAMAN [22]; KANG et al [23]) que concluíram pela eficácia da Re-
gra da Mistura tanto em vigas de concreto de alta resistência (CAR) 
quanto de ultra-alto desempenho (CUAD) reforçadas com fibras. 
É importante mencionar que, caso não haja informações sobre as 
propriedades mecânicas do material, as constantes empíricas A e 
B devem ser determinadas por meio de ensaios em laboratório.
A vantagem desse método é que ele garante maior liberdade ao pro-
jetista para especificar concretos com diferentes volumes de fibras a 

partir do conhecimento prévio das propriedades do concreto fibroso, 
sem necessidade de se recorrer a novos ensaios de laboratório para 
determinar as propriedades mecânicas do material. Também é possí-
vel fazer uma estimativa da resistência à flexão de um concreto exis-
tente (estrutura em uso) com teor de fibras diferente do especificado 
em projeto, desde que tenha sido feita a sua caracterização prévia. 
Cabe mencionar que a análise da evolução das propriedades me-
cânicas do concreto reforçado com fibras de aço ao longo de 10 
anos (TEIXEIRA BUTTIGNOL et al [4]), indicou que o aumento 
da resistência à tração pós-pico do CRF no ELU é desprezível. 
O aumento da resistência à tração do concreto ocorre devido ao 
incremento das propriedades da matriz de cimento (hidratação e 
fortalecimento das ligações entre os silicatos de cálcio hidratados) 
que não tem qualquer efeito sobre as propriedades da zona de 
interface entre a matriz e as fibras. Dessa forma, não se pode con-
tar no dimensionamento com um possível ganho de resistência do 
CRF no tempo, prevalecendo a resistência aos 28 dias.

7.	 Conclusões

Nesse artigo foi realizada uma análise do comportamento à flexão 
de vigas de concreto armado reforçadas com fibras de aço. Foi 
feita a classificação e caracterização do material de acordo com 
as recomendações normativas do MC 2010. As curvas caracterís-
ticas à tração obtidas de ensaios experimentais foram utilizadas 
para a verificação da capacidade resistente das vigas no ELU se-
guindo os modelos previstos no MC 2010. Além disso, foi executa-
da uma análise seccional pelo método das lamelas. Por último, foi 
analisada a eficácia da regra da mistura para prever a capacidade 
resistente à flexão do CRF com diferentes volumes de fibras. As 
principais conclusões são descritas a seguir.
A verificação no ELU, seguindo as recomendações descritas no MC 
2010, se mostrou a favor da segurança. O fator de segurança calcu-
lado está dentro do valor recomendado pelo MC 2010, exceto para 
a viga F60 verificada através do modelo trapezoidal (FS = 1,33) que 
ficou ligeiramente abaixo do especificado pela norma. Dessa forma, 
recomenda-se adotar o modelo retangular devido à maior simplici-
dade de cálculo e para favorecer a segurança estrutural. 
A análise seccional demonstrou uma boa aproximação com os re-
sultados experimentais. Os valores da tensão nominal máxima fi-
caram próximos dos resultados calculados através do modelo de 
dimensionamento do MC 2010. O fator de segurança apresentou 
um valor menor em relação ao obtido na verificação estrutural devi-
do a consideração da contribuição da tensão de tração do concreto 
não fissurado. Para uma análise mais rigorosa, devem-se utilizar, 
por exemplo, modelos baseados em elementos finitos que levem 
em consideração as condições de contorno e o valor correto do 
comprimento característico como descrito em DI PRISCO et al [24].
Uma questão relevante no dimensionamento de concretos reforça-
dos com fibras é o valor arbitrado para o comprimento característico, 
parâmetro que correlaciona a abertura de fissuras com a deformação 
à tração. Para garantir a correta interpretação do comportamento es-
trutural da viga, deve-se levar em consideração o padrão de fissu-
ração na análise seccional. No dimensionamento de estruturas de 
concreto armado reforçadas com fibras, isso é feito considerando o 
espaçamento médio entre as fissuras para determinar o comprimento 
característico, como descrito em DI PRISCO et al [25]. O valor médio 

Figura 16
Valores das tensões nominais máximas obtidas 
dos resultados experimentais (σN) versus tensões  
à flexão máximas calculadas (σbf)



1024 IBRACON Structures and Materials Journal • 2018 • vol. 11 • nº 5

Design of reinforced concrete beams with steel fibers in the ultimate limit state

do espaçamento de fissuras (srm) pode ser determinado em ensaios 
de laboratório ou a partir da equação recomendada pelo MC 2010. 
No caso analisado, os resultados obtidos foram satisfatórios, indican-
do que o procedimento pode ser adotado na falta de referências so-
bre o comportamento do material investigado.
O modelo da Regra da Mistura demonstrou ser confiável, com um 
elevado grau de correlação com os valores experimentais, o que 
indica a possibilidade de sua adoção para a determinação da ca-
pacidade resistente à flexão de vigas de concreto reforçado com 
diferentes volumes de fibras. Isso pode garantir maior liberdade 
ao projetista para especificar concretos com diferentes teores de 
fibras a partir do conhecimento prévio das propriedades do CRF, 
sem necessidade de se recorrer a novos ensaios experimentais 
para a determinação das propriedades mecânicas do material.
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